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Пусть G  – конечная группа, A  – подгруппа группы .G  Тогда мы говорим, что A  является обобщенно квазинор-
мальной в ,G  если A  либо покрывает, либо изолирует каждую максимальную пару ( )K H,  из .G  Мы говорим, что 
подгруппа A  является m -добавляемой в ,G  если в группе G  существует такая подгруппа T  и такая обобщенно 
квазинормальная подгруппа ,C  что G AT=  и .T A C A∩ ≤ ≤  Основываясь на этих понятиях, получены новые харак-
теризации конечных p -сверхразрешимых и сверхразрешимых групп. 
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Let G  be a finite group, A  a subgroup of .G  Then we say that A  is generalized quasinormal in G  if A  either covers or 
avoids every maximal pair ( )K H,  of .G  We say that A  is m -supplemented in G  if G  has a subgroup T  and a generalized 
quasinormal subgroup C  such that G AT=  and .T A C A∩ ≤ ≤   Based  on  these concepts new characterizations of finite 
p -supersoluble and supersoluble groups are obtained. 
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Введение  
Все рассматриваемые в работе группы яв-
ляются конечными.  
Пусть A  – подгруппа группы G , 
.K H G≤ ≤  Тогда мы говорим, что A  покрыва-
ет пару ( ),K H,  если ;AH AK=  A  изолирует 
пару ( ),K H,  если A H A K∩ = ∩  [1], [2]. Под-
группа H  из G  называется квазинормальной [3] 
или перестановочной [4] в ,G  если HE EH=  
для всякой подгруппы E  группы .G  Квазинор-
мальные подгруппы имеют много интересных 
свойств. В частности, если A  – квазинормальная 
подгруппа группы ,G  то для всякой максималь-
ной пары ( )K H,  из ,G  т.е. пары ( )K H, , где K  
– максимальная подгруппа в ,H  A  либо покры-
вает, либо изолирует ( ).K H,  Это наблюдение 
приводит нас к следующим обобщениям условия 
квазинормальности.  
Определение 0.1. Пусть A  – подгруппа 
группы .G  Тогда мы говорим, что A  является 
обобщенно квазинормальной в ,G  если A  либо 
покрывает, либо изолирует каждую максималь-
ную пару ( )K H,  группы .G   
Определение 0.2. Пусть A  – подгруппа 
группы  .G   Мы говорим,  что   A    является  
m -добавляемой в ,G  если в группе G  сущест-
вует такая подгруппа T  и такая обобщенно ква-
зинормальная подгруппа ,C  что G AT=  и 
.T A C A∩ ≤ ≤  
Следующий пример показывает, что в об-
щем случае обобщенно квазинормальная под-
группа  группы  G  может не быть квазинор-
мальной.  
Пример 0.1. Пусть p  и q  – простые числа, 
где q  делит 1.p −  Пусть A a=  – циклическая 
группа порядка 2p  и B  – группа порядка .q  
Пусть ,G A B K B= =U ~  где 1 2 qK A A … A= × × ×  
– база подгруппы регулярного сплетения группы 
G  и pL a=   (здесь мы используем терминоло-
гию из [5]). Тогда pG L a B/  U  и ( ).L G≤ Φ  
Следовательно, группа G  сверхразрешима. 
Пусть R  – подгруппа порядка p  группы 1.A  
Предположим, что R  квазинормальна в .G  То-
гда R  субнормальна в .G  Так как R  является 
силовской p -подгруппой в ,RB  то ( ),GB N R≤  и 
поэтому R  нормальна в ,G  что невозможно. 
Следовательно,  R   не является квазинормаль-
ной в .G  С другой стороны, так как группа G  
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сверхразрешима, то R  является обобщенно ква-
зинормальной в G  (см. ниже, теорема 2.1).  
Пример 0.2. Подгруппа A  группы G  назы-
вается c -добавляемой в G  [6], если в G  суще-
ствует такая подгруппа ,T  что TA G=  и 
.GT A A∩ ≤  Легко заметить, что каждая c -до-
бавляемая подгруппа является m -добавляемой. 
При этом в примере 0.1 подгруппа R  является 
обобщенно квазинормальной, так как группа G  
сверхразрешима, R  не является нормальной в G  
и ( ).R G≤ Φ  Следовательно, R  является m -до-
бавляемой в ,G  но не является c -добавляемой.  
В данной работе, основываясь на понятиях 
обобщенно квазинормальной и m -добавляемой 
подгруппы,  мы  даем  новые  характеризации  
p -сверхразрешимых и сверхразрешимых групп.  
 
1 Предварительные результаты 
Заметим, что для любых подгрупп ,M  K  и 
H  из ,G  где ,K H≤  M H M K∩ = ∩  эквива-
лентно M H K∩ ≤  и MH MK=  эквивалентно 
( ).H K M H= ∩   
Лемма 1.1. Пусть ,M G≤ N  – нормальная 
подгруппа из G и ( )K H,  – максимальная пара из 
.G  Тогда справедливы следующие утверждения.  
(1) Если N  изолирует ( ),K H,  то 
( )KN HN,  – макcимальная пара в G  и 
.HN KN H K| : |=| : |  
(2) Если M покрывает (изолирует) (KN,HN), 
то MN  покрывает (изолирует, соответствен-
но) ( ).K H,  
Доказательство.  
(1) Предположим, что .H N K∩ ≤  Пусть T  
– такая подгруппа из ,G  что .KN T HN≤ ≤  То-
гда ( )T N T H= ∩  и .K T H H≤ ∩ ≤  Следова-
тельно, либо ,T H K∩ =  либо .T H H∩ =  В 
первом случае мы имеем: ( ) .T T H N KN= ∩ =  
Если ,T H H∩ =  то .T HN=  Следовательно, 
( )KN HN,  – максимальная пара в .G  Оконча-
тельно, так как ,H N K N∩ = ∩  то HN KN| : |=  
.H K=| : |   
(2) Если N  покрывает ( ),K H,  то, очевид-
но, NM  покрывает пару ( ).K H,  Предположим, 
что N  изолирует ( ).K H,  Тогда, согласно (1), 
( )KN HN,  – максимальная пара в .G  Если M  
покрывает ( ),KN HN,  то ( ).H HN NK M NH≤ ≤ ∩   
Следовательно, 
 
( )H H NK M NH= ∩ ∩ =  
( ( )) ( ) ,K H N M NH K H NM H= ∩ ∩ ≤ ∩ ≤  
 
откуда получаем, что NM  покрывает ( ).K H,  
Предположим,  что M  изолирует ( ).KN HN,  
Тогда .KN M HN M∩ = ∩  Следовательно, 
( ) ( )HN MN HN M N KN M N KN∩ = ∩ = ∩ ≤  и 
( ) ( ) .MN H KN H K N H K N K K∩ ≤ ∩ = ∩ = ∩ =  
Поэтому MN  изолирует ( ).K H,   
Лемма 1.2. Пусть M G≤  и N  – нормаль-
ная подгруппа группы G. Тогда если M  является 
обобщенно квазинормальной в ,G  то NM  явля-
ется обобщенно квазинормальной в G  и NM N/  
является обобщенно квазинормальной в .G N/   
Доказательство. Пусть ( )K H,  – макси-
мальная пара группы .G  Если ,NH NK=  то 
,NMH NMK=  т. е. NM  покрывает ( ).K H,  Ес-
ли ,N H K∩ ≤  то по лемме 1.1 (1) получаем, что 
( )NK NH,  – максимальная пара. Следовательно, 
M  либо покрывает, либо изолирует ( ).NK NH,  
По лемме 1.2 (2) получаем, что NM  либо по-
крывает, либо изолирует ( ).K H,  Следовательно, 
NM  является обобщенно квазинормальной в .G   
Пусть теперь ( )K N H N/ , /  – максимальная 
пара в .G N/  Тогда ( )K H,  – максимальная пара в 
.G  По доказанному выше получаем, что NM  
покрывает или изолирует ( ).K H,   
 
Если ,NMK NMH=  то 
( )( ) ( )
( ) ( )( ).
NM N H N NMH N
NMK N NM N K N
/ / = / =
= / = / /  
 
Если ,NM K NM H∩ = ∩  то  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ).
NM N H N NM H N
NM K N NM N K N
/ ∩ / = ∩ / =
= ∩ / = / ∩ /  
 
Следовательно, NM N/  является обобщенно 
квазинормальной в .G N/  
Следующая лемма хорошо известна.  
Лемма 1.3. Пусть A  и B  – такие собст-
венные подгруппы из ,G  что .G AB=  Тогда 
xG AB=  и xG AA≠  для всех .x G∈   
Лемма 1.4. Если подгруппа E  группы G  яв-
ляется обобщенно квазинормальной в ,G  то E  
субнормальна в .G   
Доказательство. Пусть E  – произвольная 
собственная обобщенно квазинормальная под-
группа группы .G  Покажем, что E  субнормаль-
на в .G  Предположим, что это не так, и пусть G  
– контрпример минимального порядка.  
Пусть M  – максимальная подгруппа из G  
такая, что .E M≤  Если 1,M =  то 1E =  и, следо-
вательно, E  субнормальна в G , что противоре-
чит выбору .G  Предположим, что 1.M ≠  Так 
как xM  максимальна в G  для всякого ,x G∈  то 
E либо покрывает, либо изолирует пару ( ).xM G,  
Если E  покрывает ( )xM G,  для некоторого ,x  
то ,xEM G=  поэтому ,xMM G=  что противоре-
чит лемме 1.3. Следовательно, E изолирует 
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( )xM G,  для всякого .x G∈  Следовательно, 
.GE M≤  Поэтому E  является также обобщенно 
квазинормальной в .GM  Тогда, согласно выбору 
группы ,G  получаем, что E  субнормальна в 
.GM  Следовательно, E  субнормальна в .G  По-
лученное противоречие завершает доказательст-
во леммы.  
Лемма 1.5. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, содержащая все нильпотентные группы и 
G  – группа с разрешимым F -корадикалом 
.P G= F  Предположим, что каждая максималь-
ная подгруппа из ,G  не содержащая ,P  принад-
лежит .F  Тогда P  – p -подгруппа для некото-
рого простого числа p . Кроме того, если каж-
дая циклическая подгруппа простого порядка и 
порядка 4 из P  (если 2p =  и P  неабелева) явля-
ется m -добавляемой в ,G  то P p| |=  не явля-
ется наименьшим простым делителем .G| |  
Доказательство. По [7, VI, теорема 24.2] 
P G= F  – p -группа для некоторого простого 
числа ,p  и справедливы следующие утвержде-
ния:  
(1) ( )P P/Φ  – F -эксцентральный главный 
фактор из G  (т. е. ( ( )) ( ( ( ))GP P G C P P/Φ / /Φ~  не 
принадлежит F );  
(2) P  – группа с экспонентой p  или экспо-
нентой 4 (если 2p =  и P  не является абелевой);  
(3) если P  является абелевой, то ( ) 1.PΦ =  
Пусть ( )X P/Φ  – минимальная подгруппа из 
( ),P P/Φ  \ ( )x X G∈ Φ  и .L x=  Тогда L p| |=  
или 4,L| |=  и поэтому по условию леммы L  яв-
ляется m -добавляемой в .G  Пусть T  и C  – та-
кие подгруппы группы ,G  что ,LT G=  C  явля-
ется обобщенно квазинормальной в G  и 
.L T C L∩ ≤ ≤  Мы можем предполагать, что L  
не является обобщенно квазинормальной в .G  
Тогда ( )G P T p| : Φ |=  и ( ) .P P T PT GΦ = =  Сле-
довательно, ( ) ,G P T P p| : Φ |=| |=  откуда ,G∈F  
противоречие.  
Нам понадобятся следующие свойства суб-
нормальных подгрупп.  
Лемма 1.6. Пусть  A  и B – подгруппы  груп-
пы G. 
(1) Если A  субнормальна в ,G  то A B∩  
субнормальна в B [5].  
(2) Если A  субнормальна в G  и A  – π -
подгруппа, то ( )A O Gπ≤  [8].  
 
2 Критерии p-сверхразрешимости и 
сверхразрешимости групп  
Теорема 2.1. Разрешимая группа G сверх-
разрешима тогда и только тогда, когда каждая 
ее субнормальная подгруппа обобщенно квази-
нормальна в .G   
Доказательство. Прежде предположим, что 
группа G  сверхразрешима. Пусть A  – некото-
рая субнормальная подгруппа группы G  и 
( )K H,  – максимальная пара из .G  По лемме 1.6 
(1) A H∩  субнормальна в .H  Поэтому, не на-
рушая общности доказательства, мы можем 
предполагать, что H G=  и K  – максимальная 
подгруппа в .G  Если ,A K⊆  то ,A K A H∩ = ∩  
т. е. A  изолирует ( ).K H,  Предположим, что 
.A K⊆/  
Если 1,GK ≠   то  по индукции получаем, 
что G GAK K/  покрывает или изолирует 
( ).G GK K G K/ , /  Так как ,A K⊆/  то получаем, что 
( )( ) .G G G GAK K K K G K/ / = /  Следовательно, GAK K =  
,AK G= =  т. е. A  покрывает ( ).K H,  Следова-
тельно, мы можем предполагать, что 1.GK =  В 
этом случае группа G  примитивна, и если 0A  – 
минимальная субнормальная подгруппа группы 
,G  содержащаяся в ,A  то 0 .A K⊆/  Поэтому мы 
можем предполагать, что 0A A=  – простая груп-
па. Рассматривая подстановочные представления 
группы G  на множестве правых смежных клас-
сов по подгруппе ,K  нетрудно заметить, что 
группа G  изоморфна некоторой подгруппе сим-
метрической группы pS  степени .p  Следова-
тельно, K  является p′ -холловой подгруппой 
группы .G  Пусть .GE A=  Тогда ,EK G=  и по-
этому p  делит .A| |  Тогда 
.AK A K A K K p G| |=| || | / | ∩ |≥| | =| |  
Значит, ,AK G=  т. е. A  покрывает ( ).K G,  
Предположим теперь, что группа G  разре-
шима и каждая ее субнормальная подгруппа яв-
ляется обобщенно квазинормальной. Покажем, 
что в этом случае группа G  сверхразрешима. 
Предположим, что это не так, и пусть G  – 
контрпример минимального порядка. По лемме 
1.2 условие теоремы справедливо для каждого 
фактора группы .G  Поэтому в группе G  суще-
ствует единственная минимальная нормальная 
подгруппа N  такая, что ( )N G⊆ Φ/  и N – нецик-
лическая p-группа. Следовательно, G N M= ~  
для некоторой максимальной подгруппы M  из 
G  и ( ) ( ).G pN C N O G= =  Пусть L  – минималь-
ная нормальная подгруппа из .N  Тогда L N≠  и 
по условию теоремы L покрывает или изолирует 
( ).M G,  Так как 1,N M∩ =  то L не изолирует 
( ).M G,  Поэтому L покрывает ( ).M G,  Следова-
тельно, ,ML G=  и поэтому ,N G M L N| |=| : |≤| |<| |  
противоречие.  Следовательно,  G   сверхразре-
шима.  
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Напомним, что подгруппа H  называется 
дополняемой в ,G  если существует такая под-
группа ,K  что G HK=  и 1.H K∩ =  
Теорема 2.2. Пусть G  – группа. Тогда 
справедливы следующие утверждения:  
(1) Если каждая минимальная подгруппа 
нечетного порядка группы G  m -добавляема в 
,G  то G  является 2′ -сверхразрешимой.   
(2) Если группа G  разрешима и каждая 
подгруппа порядка 2  группы G  дополняема в 
,G  то G  2 -нильпотентна.  
Доказательство.  
(1) Пусть каждая минимальная подгруппа 
нечетного порядка группы G  m -добавляема в 
.G  Покажем, что группа G  2′ -сверхразрешима. 
Предположим, что это не так, и пусть G  – 
контрпример минимального порядка. Пусть 
(2 )′U  – класс всех 2′ -сверхразрешимых групп. 
Покажем, что условие теоремы справедливо для 
подгрупп группы .G  Пусть E  – произвольная 
подгруппа группы G  и K  – минимальная под-
группа нечетного порядка из .E  Тогда по усло-
вию теоремы K  является m -добавляемой в .G  
Пусть T  и C  – такие подгруппы группы ,G  что 
,KT G=  C  обобщенно квазинормальна в G  и 
.T K C K∩ ≤ ≤  Тогда, очевидно, E E KT= ∩ =  
( )K E T= ∩  и C  является обобщенно квазинор-
мальной в .E  Кроме того, ( )E T K∩ ∩ =  
.T K C K= ∩ ≤ ≤  Следовательно, K  m -добавля-
ема в .E  Таким образом, условие теоремы спра-
ведливо для подгрупп группы G. Следовательно, 
согласно выбору группы ,G  всякая подгруппа из 
G  принадлежит (2 ).′U  Кроме того, по теореме 
Томпсона-Фейта о разрешимости групп нечетно-
го порядка каждая группа из (2 )′U  разрешима.  
Прежде покажем, что G разрешима. Пред-
положим противное. Тогда ,G G′=  и если 
( ),F F G=  то ( ).F G= Φ  Действительно. Пред-
положим, что ( ).F G⊆ Φ/  Тогда найдется такая 
максимальная подгруппа группы ,G  что 
.G MF=  Но тогда G F MF F M M F M/ = / / ∩   
разрешима, а следовательно, и ( )G G/Φ =  
( ) ( ( ))G F F G= / / /Φ  разрешима, откуда получаем, 
что группа G  разрешима. Это противоречие по-
казывает, что ( ).F G= Φ  Поэтому G F/  – простая 
неабелева группа и каждая собственная нор-
мальная подгруппа из G  содержится в ( ).F G  
Пусть p  – наибольший простой делитель ,G F| / |  
( )G Fπ π= /  и q – нечетное простое число из ,π  
отличное от p. Пусть qG  – силовская q-подгруп-
па из G и qQ G F= ∩  – силовская q -подгруппа 
из ( )F G . Предположим, что 1Q = , и пусть L  – 
минимальная подгруппа из .qG  Тогда по лемме 
1.6 (2) L  не является субнормальной в .G  Сле-
довательно, по лемме 1.4 L  не является обоб-
щенно квазинормальной в .G  По условию тео-
ремы L  – m -добавляема в .G  Следовательно, 
для некоторой максимальной подгруппы M  из 
G  мы имеем, что .G LM=  Рассматривая под-
становочные представления GG M/  на множестве 
правых смежных классов ,GM M/  нетрудно за-
метить, что GG M/  изоморфна некоторой под-
группе симметрической группы qS  степени .q  
Следовательно, q  – наибольший простой дели-
тель GG M| / |  и силовская q -подгруппа из GG M/  
имеет простой порядок. Но так как ,GM F≤  то 
p  делит ,G GG M F M| / / / |  а следовательно, p  де-
лит .GG M| / |  Следовательно, ,p q<  противоре-
чие. Поэтому 1.Q ≠  Пусть ( )GC C Q=  и pG  – 
силовская подгруппа из .G  Предположим, что 
pE QG=  не является нильпотентной и пусть 
q pH H H= ~  – подгруппа Шмидта группы .E  
Так как условие теоремы справедливо для ,H  то 
по лемме 1.5 .q p>  Это противоречие показыва-
ет, что E  нильпотентна, поэтому .pG C≤  Пусть 
1i iQ Q −/  – произвольный G-главный фактор из .Q  
Тогда 1( )p G i iG C C Q Q −⊆ ⊆ /  и 1( ).G i iF C Q Q −⊆ /  
Так как p  делит ,G F| / |  то 1( ).G i iF C Q Q −< /  А 
так как G F/  – простая группа, то  
1( ).G i iG C Q Q −= /  Действительно. Так как 
1( )G i iU C Q Q −= /  нормальна в G  и ,G U G F/ ≤ /  то 
либо ,U G=  либо .U F=  Если ,U F=  то полу-
чаем ,pG U≤  и так как G F G U| / |=| / |  делится на 
p, то и pG G| / |  делится на p, противоречие. Сле-
довательно, 1( ).G i iG C Q Q −= /  Поэтому ( ).Q Z G∞≤  
Так как G F/  не q-нильпотентна, то G F/  со-
держит q-замкнутую подгруппу Шмидта ,H F/  
где q делит H F| / |  (см. [9, IV, 5.4]). Пусть E – 
минимальное добавление подгруппы F в H. То-
гда ( ).E F E∩ ≤ Φ  Следовательно, E  является   
q-замкнутой, и если q rV V V= ~  – подгруппа 
Шмидта из E, то qV q| |=  по лемме 1.5. Поэтому 
по условию теоремы qV  является m-добавляе-
мой в G. Предположим, что .qV F⊆/  Тогда qV  не 
является обобщенно квазинормальной в G по 
лемме 1.4.  Следовательно,  для некоторой  мак-
симальной подгруппы M из G мы имеем, что 
,qV M G=  что, как и выше, приводит к противо-
речию. Следовательно, ,qV F≤  откуда ( ).qV Z V∞≤  
Следовательно, V нильпотентна.  
Критерии p-сверхразрешимости и сверхразрешимости конечных групп 
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Это противоречие показывает, что G  раз-
решима. Поэтому G  – разрешимая минимальная 
не (2 )′U -группа. Следовательно, по [7, VI, тео-
рема 24.2] получаем, что (2 )G ′U  – r -группа для 
некоторого простого числа .r  Тогда по лемме 1.5 
получаем (2 ) .G r′ =U  Пусть M  – такая макси-
мальная  подгруппа  из  ,G   что (2 ) ,G G M′= U ~  
и пусть (2 )( ).GC C G
′= U  Тогда ,GM C M= ∩  и 
поэтому  
(2 )
(2 )
(2 )
( )
( )
( ) ( )
G G
G G
G G G
G M G M M
G M M M
G M M M M
′
′
′
/ = / =
= / =
= / /
U
U
U
~
~
~
 
2′ -сверхразрешима, так как GM M G C/ /  – не-
абелева группа. Таким образом, так как GG M/  и 
(2 )G G ′/ U  2′ -сверхразрешимы, то (2 )( )GG G G M′/ ∩ U  
2′ -сверхразрешима. Полученное противоречие 
показывает, что группа G  2′ -сверхразрешима. 
(2) Предположим, что группа G  разрешима 
и каждая подгруппа порядка 2  группы G  до-
полняема в .G  Покажем, что группа G  2 -ниль-
потентна. Предположим, что это не так, и пусть 
G  – контрпример минимального порядка. Так 
как условие теоремы справедливо для подгрупп 
группы ,G  то G P Q= ~  является 2 -замкнутой 
группой Шмидта [9, IV, теорема 5.4]. Более того, 
P G= N  – минимальная нормальная подгруппа в 
.G  Действительно. Предположим, что H  – ми-
нимальная нормальная подгруппа из .P  Так как 
по условию теоремы H  дополняема в ,G  то в 
G  найдется такая подгруппа ,T  что .G HT=  
Тогда ( )P H P T= ∩  и подгруппа P T∩  нор-
мальна в .G  Но так как подгруппа P  разреши-
ма, то ( ) 1,P T P∩ ≤ Φ =  противоречие. Следова-
тельно, P  – минимальная нормальная подгруппа 
группы .G  Но так как каждая минимальная под-
группа из G  дополняема в ,G  то 2,P| |=  и по-
этому ( ).P Z G≤  Полученное противоречие по-
казывает, что группа G  2 -нильпотентна.  
Следующий результат, полученный Гашю-
цом, хорошо известен.  
Следствие 2.1 (Гашюц, [9, IV, теорема 
5.7]). Если каждая минимальная подгруппа груп-
пы G  нормальна в ,G  то коммутант G′  груп-
пы G  является 2-замкнутой подгруппой.  
Доказательство. По теореме 2.2 группа G  
p -сверхразрешима для всякого нечетного числа 
.p  Следовательно, ( )p pG O G′,/  сверхразрешима.  
А так как 2 ( )O G  есть пересечение всех подгрупп 
( )p pO G′, , то G′  является 2 -замкнутой подгруп-
пой в .G   
Следствие 2.2 (Бакли, [10]). Пусть G  – 
группа нечетного порядка. Если каждая мини-
мальная подгруппа группы G  нормальна в ,G  
то G  сверхразрешима.  
Следствие 2.3 (Баллистер-Болише, Го, 
[11]). Если каждая минимальная подгруппа груп-
пы G  дополняема в ,G  то группа G  сверхраз-
решима.  
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